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1. Liczby i dziatania

1.1 Poziom rozszerzony, grudzien 2022

Zadanie 3. (0-3)
Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x oraz dla kazdej liczby rzeczywistej y,
spetniajagcych warunek x + y = 1, prawdziwa jest nierownos¢

3 +2xy+y3 > xt +xy(x +y) + y?
1.2 Poziom rozszerzony, grudzien 2022

Zadanie 8. (0-5)
Rozwiaz nieréwnosé
x—1 1 3

— > 2
xZ2—4 2—x_2+x+

Zapisz obliczenia.

1.3 Poziom rozszerzony, maj 2023

Zadanie 4. (0-3)
Liczby rzeczywiste x oraz y spetniajg jednoczesnie rownanie x 4+ y = 4 i nierownosc¢
x3 — x%y < xy* —y3.

Wykaz, ze x = 2 oraz y = 2.
1.4 Poziom rozszerzony, maj 2023

Zadanie 9. (0-4)
Rozwiaz nieréwnosé

25
\/x2+4x+4<?—\/x2—6x+9

Zapisz obliczenia.
Wskazdéwka: skorzystaj z tego, Zze Va? = |a| dla kazdej liczby rzeczywistej a.

1.5 Poziom rozszerzony, czerwiec 2023

Zadanie 5. (0-3)
Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej dodatniej a prawdziwa jest nieréwnosé

16
a?+—>12
a



1.6 Poziom rozszerzony, czerwiec 2024

Zadanie 5. (0-3)
Wykaz, ze dla kazdej liczby dodatniej a i kazdej liczby dodatniej b takich, ze
a + b = 1, prawdziwa jest nierownos¢
1 1 4
+ ==
2a+b a+2b 3

1.7 Poziom rozszerzony, grudzien 2024

Zadanie 6. (0-4)
Rozwiaz réwnanie
[4x — 8|+ |x—2|=2—x|+|x+ 2|+ 4

Zapisz obliczenia.

1.8 Poziom rozszerzony, maj 2025

Zadanie 2. (0-3) =]
Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby rzeczywistej a i dla kazdej dodatniej liczby g:;‘

rzeczywistej b takich, ze b # %a, prawdziwa jest nieréwnos¢

(a +2b)? > 8a®b + 16ab?

1.9 Poziom rozszerzony, maj 2025

Zadanie 5. (0-4)
Rozwiaz nieré6wnos¢

[x—2]—-2-|x+3| < -2

Zapisz obliczenia.

2. Logarytmy

2.1 Poziom rozszerzony, grudzien 2022

Zadanie 1. (0-2)
Oblicz

logg 5- ]0g25 27
log, /49

Zapisz obliczenia.



2.2 Poziom rozszerzony, maj 2023

Zadanie 12.

Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = 81'°83% 4 x* — 6x dla

2 -1og, V27 - logs 2
. .

kazdej liczby dodatniej x.

Zadanie 12.1. (0-2)
Wykaz, ze dla kazdej liczby dodatniej x wyrazenie

2-log, V27 -logs 2
+ Bz 3 B3% X —6x

mozna réwnowaznie przeksztatci¢ do postaci x* + x% — 6x.

8110g3 X

Zadanie 12.2. (0-4)
Oblicz najmniejsza wartos¢ funkcji f okreslonej dla kazdej liczby dodatniej x.

Zapisz obliczenia.
Wskazowka: przyjmij, ze wzér funkcji f mozna przedstawié w postaci f(x) = x* + x* — 6x.

2.3 Poziom rozszerzony, czerwiec 2023

Zadanie 1. (0-2)
Dane sg liczby

logs 2023
= 4l0g245 -

& £ log 2023

Oblicz a — b.
2.4 Poziom rozszerzony, grudzien 2024
Zadanie 4. (0-3)
Wykaz, ze
1 1 1

=1
log; 35+ 1  log, 140 —log, 2 ' logs 7 + logs 2 + 1
2.5 Poziom rozszerzony, czerwiec 2025

Zadanie 2. (0-3)

b+2
2a—-2°

Wykaz, ze jezeli a = log; 14 oraz b = log 727, to log; 54 =



3. Funkcja kwadratowa

3.1 Poziom rozszerzony, grudzien 2022

Zadanie 9. (0-5)
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie

xX2—-(m-4)x+m?>-Tm+12=0
ma dwa rézne rozwigzania rzeczywiste x; oraz x,, spelniajgce warunek
x3+x3 <5x%-x; +5x; x5

Zapisz obliczenia.

3.2 Poziom rozszerzony, maj 2023

Zadanie 11. (0-5)
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m # 2, dla ktérych réwnanie

2 m
xX“+4x —
m-—2

ma dwa rézne rozwigzania rzeczywiste x;, x; speilniajagce warunek xg + x% > —28.
Zapisz obliczenia.

3.3 Poziom rozszerzony, czerwiec 2023

Zadanie 10. (0-5)
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie
mx’—-(m+1)x—-2m+3=0
ma dokladnie dwa rézne rozwiazania rzeczywiste x,; oraz x, , spelniajgce warunki:
1

+—=<1
X3

x1¥0, x2#0 oraz g3
1

Zapisz obliczenia.

3.4 Poziom rozszerzony, grudzien 2024

Zadanie 11. (0-5)
Funkcja kwadratowa f zmiennejrzeczywistej x jest okreslona wzorem

fx)=x2-3x—-m?+m+3

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych funkcja f ma dwa rézne
miejsca zerowe X, , X; spelniajace warunek |x§ - x%| < 12. Zapisz obliczenia.



3.5 Poziom rozszerzony, czerwiec 2024

Zadanie 12. (0-6)
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie

B-m)-x2+(m+1)-x—(m+1)?=0
ma dwa rézne rozwigzania rzeczywiste x;, x, speiniajace warunek
Xt xi=xyx,+7

Zapisz obliczenia.
3.6 Poziom rozszerzony, maj 2025

Zadanie 11. (0-6)
Funkcja f jest okreslona wzorem
f)=Q-mx?-22m+1Dx+m+8
dla kazdej liczby rzeczywistej x, gdzie m jest liczbg rzeczywistg rézng od 2.
Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktérych funkcja f ma doktadnie dwa
miejsca zerowe Xx; oraz x; tego samego znaku, ktére spetniajg warunek
(x1 - xz)z <180

Zapisz obliczenia.

3.7 Poziom rozszerzony, czerwiec 2025

Zadanie 5. (0-4)
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie

x2+2mx+2m—-1=0
ma dwa rézne rozwigzania rzeczywiste x, , X, spelniajgce warunek
m(x?+x%)=3m-x; x,+2

Zapisz obliczenia.



4. Funkcje

4.1 Poziom rozszerzony, grudzien 2022

Zadanie 7. (0-4)

Olejarnia wytwarza olej ekologiczny. Aby produkcja byta optacalna, dzienna wielkos¢
produkcji musi wynosi¢ co najmniej 480 litréw i nie moze przekroczy¢ 530 litréw

(ze wzgledu na ograniczone moce produkcyjne). Przy poziomie produkcji (480 + x) litréw
dziennie przecietny koszt K (w ziotych) wytworzenia jednego litra oleju jest rowny

2 _
K(x) = 22x (12810?; 23 430 , gdzie x € [0,50].

Oblicz, ile litrow oleju dziennie powinna wytworzy¢ olejarnia, aby przecietny koszt
produkcji jednego litra oleju byl najmniejszy (z zachowaniem optacalnosci produkciji).
Oblicz ten najmniejszy przecietny koszt.

Zapisz obliczenia.

4.2 Poziom rozszerzony, grudzien 2022

Zadanie 2.

Funkcja g jest okreslona wzorem g(x) = |—%x2 + 3x — 5| dla kazdego x € R.
Fragment wykresu funkcji g w kartezjanskim uktadzie wspétrzednych (x,y) przedstawiono
na rysunku (jednostki pominieto).

bz

y=gXx)




Zadanie 2.1. (0-2)
Wyznacz zbiér wszystkich wartosci, jakie funkcja g przyjmuje w przedziale [9,11].

Zapisz obliczenia.

Zadanie 2.2. (0-2)

Wyznacz zbiér wszystkich wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie g(x) = |m|
ma doktadnie dwa rozwigzania dodatnie.

4.3 Poziom rozszerzony, maj 2023

Zadanie 1. (0-2)

W chwili poczatkowej (t = 0) masa substancji jest rowna 4 gramom. Wskutek rozpadu
czgsteczek tej substancji jej masa sie zmniejsza. Po kazdej kolejnej dobie ubywa

19% masy, jaka byta na koniec doby poprzedniej. Dla kazdej liczby catkowitej t = 0

funkcja m(t) okresla mase substancji w gramach po t petnych dobach (czas liczymy od
chwili poczatkowe;j).

Wyznacz wzor funkcji m(t). Oblicz, po ilu petnych dobach masa tej substancji bedzie
po raz pierwszy mniejsza od 1,5 grama.
Zapisz obliczenia.

4.4 Poziom rozszerzony, maj 2023

Zadanie 3. (0-3)

3x2—2x
x2+2x+8
Punkt P = (x,,3) nalezy do wykresu funkcji f.

Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = dla kazdej liczby rzeczywistej x.

Oblicz x, oraz wyznacz rownanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie P.
Zapisz obliczenia.

4.5 Poziom rozszerzony, czerwiec 2023

Zadanie 4. (0-3)

Funkcja f jest okreslonawzorem f(x) = 2x® — 4x* + 9x dla kazdego x € R.
Punkt P = (x,,18) nalezy do wykresu funkcji f.

Oblicz x;, oraz wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie P.
Zapisz obliczenia.



4.6 Poziom rozszerzony, czerwiec 2024

Zadanie 1. (0-2)

W chwili poczatkowej (t = 0) zainicjowano pewng reakcje chemiczng, w ktérej brat udziat
Zwigzek A.

W wyniku tej reakcji masa m zwigzku A zmieniata sie w czasie zgodnie z zaleznoscig

m(t)=a-272%4+ph da t=0

gdzie:
m —masa zwigzku A wyrazona w gramach,
t —czas wyrazony w sekundach (liczony od chwili ¢t = 0),

a, b — wspdlczynniki liczbowe.

Masa poczatkowa zwigzku A (fj. masa w chwili t = 0) byta réwna m, gramow.
Po osiagnieciu stanu rownowagi (tj. gdy t — <) masa tego zwigzku byta réwna % jego
masy poczatkowe] (zobacz rysunek).

La R J

Oblicz, po ilu sekundach (liczac od chwili zainicjowania tej reakcji) przereagowato
87,5 % masy poczatkowe]j tego zwiazku. Zapisz obliczenia.
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4.7 Poziom rozszerzony, grudzien 2024

Zadanie 1. (0-2)
tadunek elektryczny zgromadzony w kondensatorze mozna opisa¢ zaleznoscig

Qt)=Qy-p7t dla t=>0

gdzie:

Q, —fadunek elektryczny zgromadzony w kondensatorze w chwili poczatkowej (t = 0)
wyrazony w milikulombach

(@ -—tadunek elektryczny zgromadzony w kondensatorze w chwili ¢t (liczgc od chwili
poczatkowej) wyrazony w milikulombach

B - stata dodatnia

t - czas wyrazony w sekundach.

Wiadomo, ze w chwili ¢ = 4 s w kondensatorze byt zgromadzony tadunek 2 milikulombow,
awchwili ¢t = 6 s —tadunek 18 milikulombow.

Oblicz, ile milikulombéw tadunku byto zgromadzone w tym kondensatorze w chwili
t = 5 s. Zapisz obliczenia.

4.8 Poziom rozszerzony, maj 2025

Zadanie 1. (0-2)
W warunkach laboratoryjnych obserwowano dynamike wzrostu liczebnosci populaciji

pewnego gatunku bakterii. Liczebno$¢ N populacji bakterii zmienia sie w czasie zgodnie
z zaleznos$cig wyktadniczg

N(@t)=N,-k* dla t>0

gdzie:

Ny —liczebnos¢ populaciji w chwili ¢ = 0 rozpoczecia obserwacji,

k — stata dodatnia, charakterystyczna dla danego gatunku bakterii i dla warunkow
przeprowadzenia obserwacji,

t —czas wyrazony w godzinach, liczony od chwili t = 0 rozpoczecia obserwac;ji.

W chwili rozpoczecia obserwacji liczebnos¢ populaciji byta rowna 10 000, a po dwoch
godzinach byta réwna 15 625.

Oblicz, o ile procent wzrastala liczebnos¢ populacji tej bakterii w ciggu kazdej godziny.
Zapisz obliczenia.

11



5. Trygonometria

5.1 Poziom rozszerzony, grudzien 2022

Zadanie 5. (0-4)
Rozwigz rownanie
6sinx +2vV3cosx+3tgx+v3=0

Zapisz obliczenia.

5.2 Poziom rozszerzony, maj 2023

Zadanie 6. (0-3)
Rozwiaz rownanie
4sin(4x)cos(6x) = 2sin(10x) + 1

Zapisz obliczenia.

5.3 Poziom rozszerzony, czerwiec 2023

Zadanie 8. (0-4)
Rozwigz rownanie

sin(5x) + cosx =0

w zbiorze [— %g ] Zapisz obliczenia.

5.4 Poziom rozszerzony, czerwiec 2024

Zadanie 9. (0-4)
Rozwiaz réwnanie

sin(6x) + V3 - sin(5x) + sin(4x) = 0

Zapisz obliczenia.
5.5 Poziom rozszerzony, grudzien 2024

Zadanie 9. (0-4)
Rozwiaz réwnanie

sin*x = sinx - cosx — cos* x

w zbiorze [—m, 2m|. Zapisz obliczenia.

12



5.6 Poziom rozszerzony, maj 2025

Zadanie 9. (0-5)
Rozwiaz rownanie

3cos?x + V3sin(2x) — 3sin?x = 0

w przedziale [—m, |. Zapisz obliczenia.
5.7 Poziom rozszerzony, czerwiec 2025

Zadanie 6. (0-4)
Rozwiaz réwnanie

cos(2x) + 2cos?(3x) + cos(4x) = 0

w przedziale [0, ]. Zapisz obliczenia.

13
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. Ciagi, szeregi, granice

6.1 Poziom rozszerzony, maj 2023

Zadanie 10. (0-4)

Okreslamy kwadraty K, , K> , K5, ... nastepujgco:

o K, jestkwadratem o boku dlugosci a

e K, jestkwadratem, ktérego kazdy wierzcholek lezy na innym boku kwadratu K, i dzieli
ten bok w stosunku 1 : 3

e K, jest kwadratem, ktdrego kazdy wierzcholek lezy na innym boku kwadratu K, i dzieli
ten bok w stosunku 1 : 3

i ogdlinie, dla kazdej liczby naturalnej n = 2,

e K, jest kwadratem, ktérego kazdy wierzchotek lezy na innym boku kwadratu K,,_;
i dzieli ten bok w stosunku 1 : 3.

Obwody wszystkich kwadratéw okreslonych powyzej tworzg nieskoriczony cigg
geometryczny.
Na rysunku przedstawiono kwadraty utworzone w sposéb opisany powyzZej.

a

Oblicz sume wszystkich wyrazéw tego nieskonczonego ciagu. Zapisz obliczenia.

6.2 Poziom rozszerzony, czerwiec 2023

Zadanie 7. (0-4)
Dany jest nieskoficzony szereg geometryczny

b6x 4 18x B 54x +
x—1 (x-—-12 (x-13 7

Wyznacz wszystkie wartosci zmiennej x (réznejod 0 i od 1), dla ktérych suma tego

2x —

PR . 15 . . .
szeregu istnieje i jest rowna —-. Zapisz obliczenia.



6.3 Poziom rozszerzony, czerwiec 2023

Zadanie 11. (0-5)

Ciag (a,b,c) jest trzywyrazowym ciggiem geometrycznym o wyrazach dodatnich. Cigg
(2a,2b,c + 1) jest trzywyrazowym ciggiem arytmetycznym. Ponadto spetniony jest warunek
c—b=6.

Oblicz a, b oraz c. Zapisz obliczenia.

6.4 Poziom rozszerzony, czerwiec 2024

Zadanie 2. (0-2)
Oblicz granice
|x — 3|

2 _
X—=3" X 9

Zapisz obliczenia.
6.5 Poziom rozszerzony, czerwiec 2024

Zadanie 7. (0-4)
Nieskonczony cigg geometryczny (a,,) jest okreslony dla kazdej liczby naturalnej n > 1.
Suma wszystkich wyrazéw ciggu (a,) o numerach nieparzystych jest réwna 16, ;.

a, +az+ag+ ..=16

Ponadto a;, + a; = %-az .
Wyznacz wzér ogéiny na n-ty wyraz ciagu (a,,). Zapisz obliczenia.

6.6 Poziom rozszerzony, grudzien 2024
Zadanie 8. (0-4)
Oblicz granice
 1+3+5+7+ .. +(2n+1)
lim

n—+oo (TL)
2

gdzie 1+3+5+7+ .. +(2n+ 1) jest suma kolejnych liczb naturalnych
nieparzystych. Zapisz obliczenia.

15



6.7 Poziom rozszerzony, grudzien 2024

Zadanie 10. (0-5)

Trzeci i pigty wyraz malejgcego ciggu arytmetycznego (a,,), okreslonego dla kazdej liczby
naturalnej n = 1, spetniajg warunek a; + az = 10.

Trzywyrazowy ciag (2a; +4,a, — 1, —%a,) jest geometryczny.

Oblicz wyrazy tego ciagu geometrycznego. Zapisz obliczenia.

6.8 Poziom rozszerzony, maj 2025

Zadanie 6. (0-4)

Ciag (a,), okreslony dla kazdej liczby naturalnej n = 1, jest geometryczny i zbiezny.
W tym ciagu a; + a; = 20 i a? + a3 = 328.

Oblicz sume wszystkich wyrazow tego ciggu. Rozwaz wszystkie przypadki.
Zapisz obliczenia.

6.9 Poziom rozszerzony, czerwiec 2025

Zadanie 9. (0-5)

Ciag (a,,), okreslony dla kazdej liczby naturalnej n > 1, jest arytmetyczny i rosngcy. W tym
ciggu a, = 15 oraz a;s = a5 - (ag — 6).

Ciag (b;,), okreslony dla kazdej liczby naturalnej n = 1, jest geometrycznyi b, = a4 oraz
b, = ag.

Oblicz sume wszystkich wyrazéw ciggu (b,,). Zapisz obliczenia.

7.Kombinatoryka i prawdopodobienstwo

7.1 Poziom rozszerzony, grudzien 2022

Zadanie 4. (0-3)

Maszyna napetnia torebki herbatg. Kazda torebka ma zosta¢ napetniona 200 g herbaty.
Torebke, ktora zawiera mniej niz 200 g herbaty, nazywamy torebka z niedowaga.
Prawdopodobienstwo tego, ze pojedyncza torebka napetniona przez te maszyne jest

Z niedowaga, jest rowne 0,1. Kontroli poddano mase herbaty w torebkach napetnianych
przez te maszyne danego dnia. Do kontroli wybrano losowo 20 torebek.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze wsréd tych
20 losowo wybranych torebek znajda si¢ co najwyzej dwie torebki z niedowaga.

Zapisz obliczenia. Wynik zapisz w zaokragleniu do drugiego miejsca po przecinku.

16



7.2 Poziom rozszerzony, maj 2023

Zadanie 2. (0-3)
Tomek i Romek postanowili rozegra¢ miedzy sobg piec partii szachéw. Prawdopodobienstwo

wygrania pojedynczej partii przez Tomka jest rowne % .
Oblicz prawdopodobienstwo wygrania przez Tomka co najmniej czterech z pieciu
partii. Wynik podaj w postaci utamka zwyklego nieskracalnego. Zapisz obliczenia.

7.3 Poziom rozszerzony, czerwiec 2023

Zadanie 2. (0-3)

Wsrod n osob sg Ania i jej dwaj znajomi. Wszystkie te n oso6b ustawiamy w kolejke jedna
za drugg. Liczba wszystkich takich ustawien jest 12 razy wieksza od liczby wszystkich
takich ustawien tych n osob w kolejke, w ktérych Ania i jej dwaj znajomi zajmujg trzy kolejne
miejsca (w dowolnej kolejnosci).

Oblicz n. Zapisz obliczenia.
7.4 Poziom rozszerzony, czerwiec 2023

Zadanie 3. (0-3)
Prawdopodobierstwo wystgpienia awarii sieci cieptowniczej na pewnym osiedlu
mieszkaniowym w godzinach porannych pojedynczego dnia jest rowne 0,1.

Oblicz prawdopodobiernistwo zdarzenia A polegajacego na tym, ze w okresie siedmiu
dni wystapia co najwyzej dwa takie dni, w ktérych nastapi awaria tej sieci na tym
osiedlu w godzinach porannych. Wynik podaj w utamku dziesigthym w zaokragleniu
do czesci setnych. Zapisz obliczenia.

7.5 Poziom rozszerzony, grudzien 2024

Zadanie 5. (0-3)

W pewnej lokalnej spotecznosci 35% oséb ma wyzsze wyksztatcenie. W tej spotecznosci
jezykiem niemieckim dobrze wtada 70% o0sob majacych wyzsze wyksztalcenie i 40%
0so6b bez wyzszego wyksztatcenia.

Sposréd czionkow tej spotecznosci wybieramy losowo jedng osobe.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze wybierzemy osobe
z wyzszym wyksztatceniem, jezeli wiadomo, ze ta osoba dobrze wiada jezykiem
niemieckim. Wynik zapisz w postaci utamka dziesietnego w zaokragleniu do czesci
setnych. Zapisz obliczenia.
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7.6 Poziom rozszerzony, czerwiec 2024

Zadanie 4. (0-3)
Doswiadczenie losowe polega na dziesigeciokrotnym rzucie symetryczng monets.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajgcego na tym, ze w tym doswiadczeniu
losowym orzet wypadt doktadnie trzy razy z rzedu, jesli wiadomo, ze wypadt doktadnie
trzy razy. Zapisz obliczenia.

7.7 Poziom rozszerzony, maj 2025

Zadanie 4. (0-3)

Doswiadczenie losowe polega na czterokrotnym rzucie symetryczng szescienng kostka do
gry, ktéra na kazdej sciance ma inng liczbe oczek — od jednego oczka do szesciu oczek.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajagcego na tym, ze otrzymamy co
najmniej jeden raz szes¢ oczek, pod warunkiem ze otrzymamy doktadnie dwa razy
pie¢ oczek. Zapisz obliczenia.

7.8 Poziom rozszerzony, czerwiec 2025

Zadanie 1. (0=3)
Sklep AGD prowadzi sprzedaz wysytkowg pralek. Prawdopodobienstwo uszkodzenia
podczas transportu pralki wystanej przez ten sklep do klienta jest rowne 0,02.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajacego na tym, ze sposrod

10 pralek wystanych dziesieciu klientom przez ten sklep co najwyzej jedna ulegnie
uszkodzeniu podczas transportu. Wynik zapisz w postaci utamka dziesietnego

w zaokragleniu do czesci tysigcznych. Zapisz obliczenia.

7.9 Poziom rozszerzony, czerwiec 2025

Zadanie 3. (0-3)
Rozwazamy wszystkie liczby naturalne szes$ciocyfrowe, w ktérych zapisie dziesietnym
iloczyn cyfr jest liczbg parzystg mniejszg od 5.

Oblicz, ile jest wszystkich takich liczb szesciocyfrowych. Zapisz obliczenia.
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8. Planimetria

8.1 Poziom rozszerzony, grudzien 2022

Zadanie 6. (0-4)

W tréjkacie ABC poprowadzono dwusieczne katow przecinajgce boki BC, AC i AB tego
tréjkgta w punktach — odpowiednio — K, L oraz M. Punkt P jest punktem przecigcia tych
dwusiecznych. Na czworokagtach CLPK oraz BKPM mozna opisa¢ okrag.

Udowodnij, ze tréjkat ABC jest rownoboczny.

8.2 Poziom rozszerzony, grudzien 2022

Zadanie 11. (0-5)

Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD, w ktérym |AB| > |CD| oraz ramie BC

ma dtugos¢ 6. Na tym trapezie opisano okrag o promieniu R = 5. Miary katéw BAC i ABC
tego trapezu spetniajg warunek

sin|4BAC| 5

sin|4ABC| ~ 8
Oblicz pole i obwéd trapezu ABCD.

Zapisz obliczenia.
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8.3 Poziom rozszerzony, maj 2023

Zadanie 5. (0-3)
Dany jest trojkat prostokatny ABC, w ktérym |AABC| = 90° oraz |4CAB| = 60°. Punkty
K i L lezg ha bokach — odpowiednio — AB i BC tak, ze |BK| = |BL| =1 (zobacz

rysunek). Odcinek KL przecina wysokos¢ BD tego tréjkgta w punkcie N, a ponadto
|AD| = 2.

A
609~2
D
K
N
1
B 1 L c

Wykaz, ze |ND| =3 + 1.
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8.4 Poziom rozszerzony, maj 2023

Zadanie 8. (0-4)

Czworokat ABCD, w ktérym |BC| =4 i |CD| = 5, jest opisany na okregu. Przekatna AC
tego czworokata tworzy z bokiem B( kat o mierze 60°, natomiast z bokiem AB — kat ostry,

. . . . 1
ktérego sinus jest rowny I

Oblicz obwéd czworokata ABCD. Zapisz obliczenia.



8.5 Poziom rozszerzony, czerwiec 2023

Zadanie 6. (0-3)

Dany jest okrag O. Przez punkt A poprowadzono dwie proste, ktére sg styczne do tego
okregu w punktach — odpowiednio — P oraz (). Przez punkt B lezgcy na odcinku AP

poprowadzono styczng do tego okregu w punkcie D, ktora przecieta odcinek AQ
w punkcie C (zobacz rysunek).

okrag O

A B P
Wykaz, ze jezeli |AQ| =5-|BP| oraz |CD| = 2 - |BD|, to trojkat ABC jest
réwnoramienny.
8.6 Poziom rozszerzony, czerwiec 2023
Zadanie 12. (0-5)

Czworokagt wypukty ABCD jest wpisany w okrag o promieniu 4. Katy BAD i BCD s3g

proste (zobacz rysunek). Przekatne AC i BD tego czworokgta przecinajg sie w punkcie E
tak, ze |BE| = 3-|DE| oraz |BD| = 2 - |AE]|.

Oblicz diugosci bokéw czworokata ABCD. Zapisz obliczenia.
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8.7 Poziom rozszerzony, czerwiec 2024

Zadanie 6. (0-3)

Diugosci podstaw trapezu réwnoramiennego sg rowne a oraz b, przy czym a > b. W ten
trapez mozna wpisa¢ okrag.

Wykaz, ze pole tego trapezu jest wieksze od a - b.

8.8 Poziom rozszerzony, grudzien 2024

Zadanie 12. (0-5)

W tréjkacie ostrokatnym ABC miara kata BAC jest dwa razy wigksza od miary kata ABC.
Punkt D jest srodkiem boku AB. Niech a oznacza miare kata ABC, natomiast f — miare
kata ADC (zobacz rysunek).

C

2a B a

. tgp . . .
Oblicz sin(2a) ° Zapisz obliczenia.

8.9 Poziom rozszerzony, maj 2025

Zadanie 7. (0-4)
W trapezie ABCD o podstawach AB i CD punkt E jest srodkiem ramienia AD,
a punkt F jest srodkiem ramienia BC trapezu. Stosunek pola trapezu EFCD do pola

trapezu ABFE jest réwny %

, 5. ICD| 1
Wykaz, ze _|AB| =5-
8.10 Poziom rozszerzony, czerwiec 2024
Zadanie 8. (0-4)

W okrag o promieniu 4 wpisano trojkgt ABC. Diugos¢ boku AB jestrowna 6. Bok BC
ma diugo$é 4+/3 i jest najdiuzszym bokiem tego trojkata.

Oblicz diugos¢ boku AC tréjkata ABC. Zapisz obliczenia.



8.11 Poziom rozszerzony, maj 2025

Zadanie 3. (0-3)

W tréjkacie rownobocznym ABC punkt D lezy na boku BC. Stosunek pola trojkgta ABD

J3-1
5— .

do pola trojkata ADC jest rowny

Oblicz miare kata DAC. Zapisz obliczenia.

8.12 Poziom rozszerzony, czerwiec 2025

Zadanie 4. (0-3)

Dany jest prostokat ABCD, w ktérym |AB| = 2 - |AD|. Na bokach AB, BC, CD oraz DA
tego prostokgta obrano punkty — odpowiednio — K, L, M oraz N (przy czym kazdy z tych
punktow lezy na doktadnie jednym boku prostokgta ABCD). Czworokgt KLMN jest

trapezem prostokgtnym (zobacz rysunek), a wysokos¢ LM tego trapezu jest rownolegta do
przekatnej BD prostokata.

D M C
N o/ L
A K B

Wykaz, ze stosunek pola trojkagta MDN do pola tréjkata KBL jest rowny 16.

8.13 Poziom rozszerzony, czerwiec 2025

Zadanie 7. (0—4)

Na czworokacie wypuktym ABCD o bokach diugosci: |AB| = 3, |BC| =3, |CD| =5 oraz
|DA| = 8, opisano okrag.

Oblicz promien tego okregu. Zapisz obliczenia.
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9. Analityczna
9.1 Poziom rozszerzony, grudzien 2022

Zadanie 12. (0-6)

Prosta k oréwnaniu x +y —9 = 0 przecina parabole o réwnaniu y = %xz - %x + %

w punktach A oraz B. Pierwsza wspotrzedna punktu A jest liczbg dodatnig; pierwsza
wspotrzedna punktu B jest liczbg ujemna. Prosta [ jest rownolegta do prostej k i styczna
do danej paraboli w punkcie C.

Oblicz odlegto$¢ punktu C od prostej k oraz pole trojkata ABC.

Zapisz obliczenia.
9.2 Poziom rozszerzony, czerwiec 2023

Zadanie 9. (0-4)

W okrag o réwnaniu (x — 1)? + (y — 2)? = 25 wpisano tréjkat ABC. Bok AB tego
trojkata jest zawarty w prostej o réwnaniu 4x — 3y + 2 = 0. Wysokos¢ CD tego trojkata
dzieli bok AB tak,ze |AD|=4-|DB|.

Oblicz pole tréojkata ABC. Zapisz obliczenia.
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9.3 Poziom rozszerzony, maj 2023

Zadanie 13. (0-6)

W kartezjanskim uktadzie wspétrzednych (x,y) prosta [ oréwnaniu x —y—2 =10
przecina parabole o réwnaniu y = 4x?> — 7x + 1 w punktach A oraz B. Odcinek AB jest
$rednicg okregu . Punkt C lezy na okregu O nad prostg [, akat BAC jestostryima

miare «a taka, ze tga =% (zobacz rysunek).

YV a

y=4x?—-T7x+1

x—y—2=0

Y

Oblicz wspoéirzedne punktu C. Zapisz obliczenia.

9.4 Poziom rozszerzony, czerwiec 2024

Zadanie 3. (0-3)

2x+1
x—4
W kartezjanskim uktadzie wspdtrzednych (x,y) punkt P = (x,,5) nalezy do wykresu
funkcji f.

Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = dla kazdej liczby rzeczywiste] x + 4.

Oblicz x, oraz wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie P.
Zapisz obliczenia.
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9.5 Poziom rozszerzony, czerwiec 2024

Zadanie 11. (0-6)
W kartezjanskim uktadzie wspétrzednych (x,y) prosta o réwnaniu 3x +y +2 =10
przecina parabole o réwnaniu y = x* — 2x — 8 w punktach A oraz B, ktére s3 kolejnymi

wierzchotkami rownolegtoboku ABCD. Wierzchotek A ma pierwszg wspotrzedng ujemna.
1

Wierzchotek € lezy na prostej o réwnaniu y = —5X + 1 i ma pierwszg wspéirzedna
dodatnig. Odlegtos¢ punktu C od prostej zawierajgcej bok AB réwnolegtoboku jest
réwna 9‘/51_0 .

Oblicz diugosé boku BC tego réwnolegtoboku. Zapisz obliczenia.

9.6 Poziom rozszerzony, grudzien 2024

Zadanie 2. (0-2)

Okrag O jest styczny do bokéw AC i BC trojkgta ABC oraz przecina bok AB tego
tréjkata w punktach M oraz N, przy czym 0 < |[AM| < |AN| < |AB|.

Wykaz, ze jesli |AM| = |BN|, to trojkat ABC jest rownoramienny.
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9.7 Poziom rozszerzony, grudzien 2024

Zadanie 7. (0-4)

W kartezjanskim uktadzie wspétrzednych (x,y) dane sa:

okrag o réwnaniu (x + 1)* + (y — 3)* = 50 ipunkty A = (6,4) oraz B = (—6,8).
Punkt C lezy natym okregui |AC| = |BC]|.

Oblicz wspoéirzedne punktu C. Rozwaz wszystkie przypadki. Zapisz obliczenia.



9.8 Poziom rozszerzony, grudzien 2024

Zadanie 13.

Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = 12xx_—884 dla kazdego x € (—o, 8).

W kartezjanskim uktadzie wspétrzednych (x,y) rozwazamy wszystkie czworokaty OBCD,
w ktoérych:

e wierzchotek O ma wspoitrzedne (0,0)

e wierzchotki B oraz D sg punktami przecigcia wykresu funkcji f z osig —
odpowiednio— Ox i Oy

e wierzchotek € ma obie wspoirzedne dodatnie i lezy na wykresie funkcji f

(zobacz rysunek).

Zadanie 13.1. (0-2)

Wykaz, ze pole P czworokata OBCD w zaleznosci od pierwszej wspotrzednej x
punktu C jest okreslone wzorem

Zadanie 13.2. (0-4)

Pole P czworokata OBCD w zaleznosci od pierwszej wspoétrzednej x punktu C jest
okreslone wzorem

dla x € (0,7).

Oblicz wspotrzedne wierzchotka C, dla ktérych pole czworokata OBCD jest
najwieksze. Zapisz obliczenia.
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9.9 Poziom rozszerzony, maj 2025

Zadanie 8. (0-5)
W kartezjariskim uktadzie wspotrzednych (x,y) dane sgokregi 0; oraz 0, o réwnaniach:

e O (x—1?+(y+3)2=5
e 0, (x—2)°+(y—4)* =45

Te okregi przecinajg sie w punktach A oraz B. Punkt A ma pierwszg wspétrzedna
dodatnig. Punkt M spetnia warunek AM = -2 -BM.

Oblicz wspotrzedne punktow A, B oraz M. Zapisz obliczenia.
9.10 Poziom rozszerzony, czerwiec 2025

Zadanie 8. (0-4)

Wielomian f zmiennej rzeczywistej x jest okreslony wzorem f(x) = x3 + ax? + bx + ¢,
gdzie a, b, ¢ € R. Liczba (—2) jest miejscem zerowym tego wielomianu. W kartezjarskim
uktadzie wspétrzednych (x,y) styczna do wykresu wielomianu f w punkcie A

o pierwszej wspotrzednej rownej (—2) przecina ten wykres w punkcie P = (1,9).

Wyznacz wzor wielomianu f. Zapisz obliczenia.

9.11 Poziom rozszerzony, czerwiec 2025

Zadanie 11. (0-6)

W kartezjanskim uktadzie wspétrzednych (x,y) dany jest réwnolegtobok ABCD

o wierzchotkach A = (—8,—1) i D = (—13,9) oraz srodku symetrii M = (—%, 1).
Okrag O przechodzi przez poczatek tego ukfadu i jest styczny do prostych zawierajgcych
boki AB i BC tego rownolegtoboku. Druga wspotrzedna $rodka okregu O jest liczbg

ujemna.

Wyznacz rownanie okregu (). Zapisz obliczenia.
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10. Bryty

10.1 Poziom rozszerzony, grudzien 2022

Zadanie 10. (0-5)
Dany jest ostrostup prawidiowy czworokatny ABCDS o podstawie ABCD. Krawedz
podstawy tego ostrostupa ma dtugo$é a. Sciana boczna jest nachylona do ptaszczyzny

J10

podstawy pod kgtem o mierze a takim, Ze cosa = 0 Przez krawedz BC podstawy

ostrostupa poprowadzono plaszczyzne m prostopadta do sciany bocznej SAD.

Sporzadz rysunek tego ostrostupa, zaznacz na rysunku przekrdj wyznaczony przez
ptaszczyzne 7 i nazwij figure, ktéra jest tym przekrojem. Oblicz pole otrzymanego
przekroju.

Zapisz obliczenia.

10.2 Poziom rozszerzony, maj 2023

Zadanie 7. (0-4)
Dany jest szescian ABCDEFGH o krawedzi
diugosci 6. Punkt S jest punktem przeciecia H G

przekatnych AH i DE sciany bocznej ADHE
(zobacz rysunek).

Oblicz wysokos¢ trojkata SBH poprowadzong z punktu S na bok BH tego trojkata.

Zapisz obliczenia.
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10.3 Poziom rozszerzony, czerwiec 2023

Zadanie 13. (0-6)

Rozwazamy wszystkie graniastostupy prawidtowe czworokatne ABCDEFGH, w ktérych
odcinek tgczgey punkt O przeciecia przekagtnych AC i BD podstawy ABCD z dowolnym
wierzchotkiem podstawy EFGH ma dlugo$¢ d (zobacz rysunek).

H G

g

A _.-J-"-'----‘-- .-.-"\._ B

a) Wyznacz zaleznos¢ objetosci V' graniastostupa od jego wysokosci h i podaj
dziedzine funkcji V(h).

b) Wyznacz wysokosé¢ tego z rozwazanych graniastostupow, ktérego objetosc jest
najwieksza.

Zapisz obliczenia.

10.4 Poziom rozszerzony, czerwiec 2024

Zadanie 10. (0-4)
Dilugosc¢ krawedzi podstawy graniastostupa prawidtowego tréjkatnego jest rowna a.
Sinus kata miedzy przekatnymi $cian bocznych wychodzacymi z jednego wierzchotka

V11

graniastostupa jest rowny 5

Wyznacz pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa. Zapisz obliczenia.

30



10.5 Poziom rozszerzony, czerwiec 2024

Zadanie 13.
Rozwazamy wszystkie ostrostupy prawidtowe tréjkatne, w ktérych suma wysokosci H
ostrostupa oraz promienia R okregu opisanego na podstawie tego ostrostupa jest réwna 6.

Zadanie 13.1. (0-2)

Wykaz, ze objetos¢ V kazdego z takich ostrostupéw w zaleznosci od dlugosci R
promienia okregu opisanego na podstawie ostrostupa jest okreslona wzorem

V(R) = ?- (6R* — R?)

Zadanie 13.2. (0-4)

Objetos¢ V ostrostupa w zaleznosci od diugosci R promienia okregu opisanego na
podstawie ostrostupa jest okreslona wzorem

V(R) = \/g- (6R% — R3)

dla R € (0,6).
Wyznacz diugos¢ promienia okregu opisanego na podstawie tego z rozwazanych

ostrostupéw, ktérego objetosé jest najwieksza. Oblicz te najwigksza objetosé. Zapisz
obliczenia.

10.6 Poziom rozszerzony, grudzien 2024

Zadanie 3. (0-3)

lloczyn diugosci $rednicy podstawy walca i wysokosci walca jest rowny 12+/3.
Pole powierzchni catkowitej tego walca jest rowne 12n(\/§ + 1).

Oblicz objetos¢ tego walca. Zapisz obliczenia.

10.7 Poziom rozszerzony, maj 2025

Zadanie 10. (0-5)
Podstawg ostrostupa ABCDS jest kwadrat ABCD. Krawedz boczna SA jest wysokoscig
ostrostupa, natomiast krawedz podstawy ma dtugos¢ 3+/34. Cosinus kata 8 miedzy

gcianami bocznymi CDS i BCS tego ostrostupa jest rowny (— 2%)

Oblicz pole powierzchni bocznej tego ostrostupa. Zapisz obliczenia.
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10.8 Poziom rozszerzony, maj 2025

Zadanie 12.
Rozwazamy wszystkie stozki, ktérych wysokos¢ jest wieksza od 5, a odlegtos¢ srodka
podstawy od tworzgcej jest rowna 5.

Zadanie 12.1. (0-2)
Wykaz, ze objetos¢ V stozka, jako funkcja wysokosci h stozka, wyraza sie wzorem

w 25h3
Vi =3 3725

Zadanie 12.2. (0-4)
Objetos¢ V stozka, jako funkcja wysokosci h stozka, wyraza sie wzorem

25h3
h% —25

s
V(h)=="
(h) =3
dla h € (5,4).

Wyznacz wysokosé tego z rozwazanych stozkéw, ktérego objetosé jest najmniejsza.
Oblicz te najmniejszg objetosé. Zapisz obliczenia.

10.9 Poziom rozszerzony, czerwiec 2025

Zadanie 10. (0-5)
Dany jest ostrostup prawidtowy trojkatny ABCD o podstawie ABC. Plaszczyzna

zawierajgca krawedz AB podstawy i prostopadta do krawedzi bocznej CD przecina te

krawedZ w punkcie E, przy czym % = 13—1 .

Oblicz stosunek pola powierzchni catkowitej tego ostrostupa do pola podstawy ABC.
Zapisz obliczenia.
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10.10 Poziom rozszerzony, czerwiec 2025

Zadanie 12.
Rozwazamy wszystkie graniastostupy prawidiowe tréjkatne o polu powierzchni catkowitej
rownym 24+/3.

Zadanie 12.1. (0-2)

Wykaz, ze objetos¢ V graniastostupa w zaleznosci od dlugosci a krawedzi podstawy
jest okreslona wzorem

Via) =6 ! s
a) = a—ﬁa

Zadanie 12.2. (0-4)

Objetos¢ V graniastostupa w zaleznosci od dlugosci a krawedzi podstawy jest okreslona
wzorem

1
V(a) = 6a — §a3

dia a € (0,4v3).

Wyznacz dtugosé krawedzi podstawy tego z rozwazanych graniastostupéw, ktérego
objetos¢ jest najwieksza. Oblicz te najwieksza objetos¢. Zapisz obliczenia.
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