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1. Powtorzenie po szkole podstawowej

+» Wzory skroconego mnozenia
Najczesciej uzywamy trzech wzordw skréconego mnozenia.

I. (a+Db)%=a?+2ab+b? (x+\/§)2=x2+2\/§x+2

. (a—b)?=a?—2ab+b?> (V3—vZ) =3-2V6+2=5-6
. (a+b)(a—>b)=a?—b? (x+5)(x—5) =x%-25

Wzory skréconego mnozenia dziatajg w obie strony. Bardzo czesto przydaje sie trzeci wzér skroconego
mnozenia. Na przyktad:

x2—4=0
x—2)((x+2)=0
Kiedy wynik mnozenia wynosi 0? Kiedy mnozymy przez 0!
x—2=0 V x+2=0
xX=2V x=-2
x € {—2,2}
Bardzo pomocna opcja przy funkcji kwadratowe;j.

* Pierwiastki
Dziatania na pierwiastkach

V3++/3 =23 Vi=1bo12=1
V3++V3#/3+3 VO =0,b00%2=0
V3-4V2=+/3-2=+6 V22 =2

V75 =v25 -3 =25 -3 = 53 Va2 = |x|
V8 +3Z =2V2 + 4V2 = 612

Usuwanie niewymiernosci
Jesli mamy tylko pierwiastek w mianowniku, mnozymy licznik i mianownik przez ten pierwiastek. W
praktyce mnozymy razy 1, bo% = 1.
1 1 V3 V3
V3 V3 V3 3
1+v2 1+v2 V5 5+V10
Vs V5 5 5

Gdy w mianowniku mamy pierwiastek i liczbe, korzystamy z trzeciego wzoru skréconego mnozenia.
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1 _ 1 v2-1_V2-1 _V2-1_ 5 |
V2+1 V241 vV2-1 2-1 1
v3 V3 V5+v3 V1543 V15+3
V5-v3 V5-v3 V5+v¥3 5-3 2

+» Wartos¢ bezwzgledna
Wartos¢ bezwzgledna (modut) to odlegtosé liczby od 0 na osi liczbowej. Inaczej méwiac to sama liczba,
bez minusa. Dlatego potocznie méwi sie, ze modut moze by¢ nieodwracajgcy (nic nie zmienia), na

przyktad |5| = 5 albo odwracajacy (zmieniajacy ujemna na dodatnia), na przyktad |—5| = 5. Warto

zauwazyé, ze |5] = |=5].
Przyktad 1. x| =7

Co musimy wstawi¢ w modut, zeby wynik wynosit /? Mamy dwie mozliwosci, albo modut jest

nieodwracajacy i w $rodku jest /, albo modut jest odwracajacy i w $rodku jest -/. Mozemy zapisaé:
x=7V x=-=7
x € {-7,7}

Przyktad 2. |x — 5| =3

Co musimy wstawi¢ w modut, zeby wynik wynosit 3? Mamy dwie mozliwosci, albo modut jest

nieodwracajacy i w $rodku jest .3, albo modut jest odwracajacy i w $rodku jest -3. Mozemy zapisa¢:
x—5=3 Vv x—5=-3
x =8 \% x =2
x € {2,8}

+»» Wtasnosci funkgji
X to argumenty funkcji. Y to wartosci funkcji.

Dziedzina — to zbidr x (argumentow) dla ktérych funkcja istnieje. Wynika ona

a) Zzasad matematyki (gtéwnie funkcje liczbowe)

e Nie wolno dzieli¢ przez 0.

e Nie wolno pod pierwiastkiem parzystego stopnia wstawiac liczby ujemnej.
b) Ze zdrowego rozsadku (gtdwnie zadania z trescig)

e Czy mozemy podstawié liczbe ujemnga?

e Czy mozemy podstawié utamek?

e Czy mozemy podstawiac tylko liczby catkowite?

Robimy zakupy na nalesniki. Czy mozemy kupic pét jajka? Nie. Czy mozemy kupi¢ pét kilograma
maki? Tak. Czy mozemy kupi¢ ujemng liczbe jajek? Nie.

Zbiér wartosci — zbidr y (wartosci) jakie funkcja przyjmuje.



Miejsce zerowe — wartos$¢ dla ktérej funkcja przyjmuje warto$¢ 0. Graficznie to punkt przeciecia

wykresu z osig OX.

Monotonicznos$¢ — madre okreslenie czy funkcja rosnie, czy maleje i dla jakiego przedziatu wartosci.

«* Przydatne materiaty YT
Dziedzina funkcji Wtasnosci funkcji Modut wprowadzenie Modut zadania
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2. Wprowadzenie. Podstawowe pojecia

3. Funkcja kwadratowa
Najpowszechniejszg postacig funkcji kwadratowej jest jej postac ogélna:

f(x) =ax?*+bx+c

Najwazniejszg sprawg jest to, ze a # 0, zeby ax? sie nie wyzerowato. Wtedy zostataby nam sama
funkcja liniowa. Nazwa funkcja kwadratowa pochodzi od tego, ze x jest podniesiony do kwadratu.
Inaczej mozna by jg nazwad funkcja drugiego stopnia (funkcje nazywamy od najwyzszej potegi do ktorej
podniesiony jest x) albo trojmianem kwadratowym (bo sktada sie z trzech jednomiandw, stad tréjmian).

Oproécz postaci ogdlnej funkcje kwadratowg mozemy zapisa¢ w postaci iloczynowej i kanoniczne;j.
To ciggle ta sama funkcja, tylko zapisana w inny sposéb. Kazdy zapis ma inne zalety i tatwo w nim
zauwazyc rézne rzeczy.

¢+ Postaci funkcji kwadratowe;j

e Postac ogdlna
f(x) =ax*+bx+c

Kazda funkcja kwadratowa ma postac ogdlng i wspdtczynniki a, b i ¢, nawet jesli na pierwszy rzut oka
ich nie widaé. Spdjrzmy na funkcje:

f(x) =x%>-5

Ten przyktad zawiera prawie wszystkie ztosliwostki, jakie mogtem umiesci¢ w postaci ogdlnej. tatwo
pomyli¢ sie w nim, mdéwigc ze nie ma a, nie ma b, ¢ = 5. Rownie dobrze mozna by zapisaé:

f(x) =1x>+0x—5
Jesli przed x? nie stoi zadna liczba, to znaczy ze mamy jedno x2. Czylia = 1.
Jesli nie mamy zapisanego zadnego x, czyli mamy ukryte 0x. To znaczy, ze b = 0.
Odczytujgc wspoétczynniki trzeba pamietac o znakach. W tym przyktadzie ¢ = —5.
Dla poznania kompletu ztosliwostek, spdjrzmy na drugi przykfad:
flx) =—x*+7x

lle tutaj mamy x2? Znéw przed x? nie ma zadnej liczby, jest tylko minus. Réwnie dobrze mogliby$my
zapisac:

f(x)=—-1x*+7x+0
Te zera i jedynki ktérych nie zapisujemy trzeba sobie wyobrazi¢. Wtedy widaé, ze:

a=-1, b=7, c=0



> Delta, miejsca zerowe
Niektére funkcje kwadratowy majg miejsca zerowe, inne nie. To zalezy od delty.
A = b? — 4ac

Gdy juz policzymy delte, mamy 3 mozliwosci:

1. A4 > 0, wtedy sg 2 miejsca zerowe

_ -b—VA _ -b+VA

X
2a 2 2a

X1

2. A =0, wtedy jest jedno miejsce zerowe
-b

Xo = —

7 2a

Nowym wzorem sie nie przejmuj, bo jesli A=0, wtedy VA =0,
czyli podstawiasz 0 do wczes$niejszych wzordw.

3. A < 0, wtedy nie ma miejsc zerowych

a > 0, to ramiona sg skierowane do gory, jesli a < 0, ramiona sg skierowane w dét.

+y +y

\_/ > / \ 4
a>0 a<0

a jest tg sama liczbg we wszystkich postaciach

Podsumujmy dotychczasowe informacje na obrazkach:

+y +y

a>0 a>0
A4>0 A=0
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N

a>0 a<0
A<0 A=0
a<o0
A4>0
a<0
A<O0

e Postac kanoniczna
Majac postaé kanoniczng mamy tam od razu wierzchotek. Kazda funkcja kwadratowa ma swojg postaé
kanoniczna.

fx) =alx—p)* +q
Posta¢ kanoniczna jest przesunieciem wektorowym funkcji f(x) = ax? o wektor [p, q].

> Wierzchotek

- ¥

o

(»,q)

Kazda funkcja kwadratowa ma wierzchotek. Jest to punkt o wspdtrzednych (p, q). Kazdy punkt ma xiy,
czylip jestx, q toy.

—b
"~ 2a

Wzory na wspétrzedne wierzchotka tatwo zapamietaé, jest on identyczny jak wzér na miejsce zerowe
funkcji kwadratowej, gdy 4 = 0. Najtatwiej skojarzy¢ sobie:

p



—b—+/4

_b+Jd =  MT2a = P=7g
Xy = —>g jedno miejsce zerowe  p czyli x wierzchotka

dwa miejsca zerowe

Warto zauwazy¢ jeszcze jedng rzecz, ktdra moze sie czasem przydac. Kazda funkcja kwadratowa
ma o$ symetrii. Lewe ramie (czerwone) i prawe ramie (niebieskie) majg taki sam ksztatt. To
znaczy, ze wierzchotek lezy doktadnie pomiedzy miejscami zerowymi (o ile istniejg). Jesli znamy
miejsca zerowe, mozemy szybko policzyé p.

X1+ Xy
P=773
+ v Spéjrzmy na przyktad:
Miejscami zerowymi sg -1 i 7. Co jest
po srodku pomiedzy tymi liczbami?
x1 + xZ _1 + 7 6
P=m2 T2 727
X
b
L4
a9
Dla kazdej funkcji mozemy zapisac:
y=f(x)
Stad mozemy tatwo policzyé q, po prostu podstawiajac p za x.
q=1f(/)
Jak na matematyke przystato, jest tez trudniejszy sposdb. Wystarczy zapamietac kolejny wzor:
A
1= 4a

Per aspera ad astra. Przez cierpienie do gwiazd.



Strona [12 Sebastian Warchot Korepetycje

e Postac iloczynowa
fx) = ale —x)(x — x3)

Nie kazda funkcja kwadratowa ma postac iloczynowg, postac iloczynowa istnieje tylko wtedy kiedy
funkcja kwadratowa ma miejsca zerowe w (jedno albo dwa).

Tak wyglada postac iloczynowa funkcji, ktéra ma dwa miejsca zerowe.
a=2, x, =1, x, = =3,

f(x) =20 —1D(x+3)

Tak wyglada posta¢ iloczynowa funkcji, ktéra ma dwa jedno miejsce zerowe. Samo to stwierdzenie,
ze mamy jedno miejsce zerowe jest matym niedopowiedzeniem. Tak naprawde to jest podwdjne
miejsce zerowe. Tak naprawde ta funkcja ma dwa razy to samo miejsce zerowe. Brzmi skomplikowanie?
By¢ moze. Czy to teraz powinno nas martwi¢? Nie. Bedziemy sie tym martwi¢ dopiero przy
wielomianach.

a=1x =-3, x, = =3,
fx) =1(x+ 3)(x + 3) = (x + 3)?

Jesli mamy dang funkcje w postaci iloczynowej, mozemy od razu odczytac jej miejsca zerowe. Mozemy
tez rozwigzaé réwnanie. Majgc mnozenie dwdch rzeczy, to albo jedna, albo druga z nich musi by¢ zerem.

2x—-1D)x+3)=0
x—1=0vx+3=0

e Podsumowanie

Postac ogdlna Postac¢ kanoniczna Postac iloczynowa
Zalety: tatwo policzy¢ delte Zaleta: tatwo odczytac | Zaleta: tatwo odczyta¢ miejsca
wierzchotek zerowe

Uwaga: Nie zawsze istnieje

f(x) =ax®*+bx+c f(x)=alx—p)*+q fx) =alx—x)(x —x,)

f(x) =x*—4x -5 flx)=(x—-2)*-9 f)=x-5Kx+1)




+» Odczytywanie wzoru funkcji z wykresu
Wartosci odczytane z wykresu:

'y
v

X, = =5
x, =3
p=-1
q=—4%

Na podstawie rzeczy, ktore odczytalismy z wykresu, mozemy zaczgé pisaé postaci iloczynowa

i kanoniczna:

f(x) =alx+5)(x—3)
f(x) =alx+1)*>—4

Nie znamy a. Mozemy obliczy¢ je na dwa sposoby.

| sposéb

Napisalismy postac iloczynowga uzywajgc miejsc
zerowych. Nie uzyliSmy jeszcze wierzchotka.
Wiec  podstawmy  sobie  wspédtrzedne
wierzchotka do postaci iloczynowej:

fED) =al(=1+5)(-1-3)
a(=1+5)(-1-3) =—4
a-4-(—4)=-4

—16a = —4

Obie drogi prowadzg nas do dobrych odpowiedzi:

Il sposdb
Napisalismy posta¢ kanoniczng uzywajac
wierzchotka. Nie uzyliSmy jeszcze miejsc

zerowych. Wiec podstawiamy sobie
wspotrzedne dowolnego miejsca zerowego do
postaci kanonicznej:

fB)=aB+1)?*—-4
a3+1)2—4=0
a-4>—4=0

l6a =4

1

a:Z

FO) =7 G+ )~ )

FO) =G+ 1?4
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By policzy¢ postac ogdlng, zndw mamy dwie drogi.

| sposdb Il sposdb
1 1
fl)=70c+5)(x~3) f(x)=Z(x+1)2—4
f(x)=%(x2—3x+5x—15) f(x)=%(x2+2x+1)—4
f(x)=%(x2+2x—15) f(x)=%x2+%x+%—4
f(x)=%x2+%x—% f(x)=%x2+%x—3g

Jak widzisz, kazda droga prowadzi nas do dobrej odpowiedzi. Specjalnie pokazuje dwa sposoby, bo nie
mozna powiedzie¢, ze ktorys jest lepszy albo gorszy. Pytanie, czy lepiej korzystac z postaci iloczynowej,
czy kanonicznej to jak pytanie o to, ktdre lody s3 lepsze, czekoladowe czy truskawkowe. To kwestia
gustu, jedni wolg mnozenie nawiaséw, inni wzory skréconego mnozenia.

+* Nierownosci kwadratowe
Do rozwiazywania nierdwnosci kwadratowych najtatwiej naszkicowa¢ wykres funkcji. Nie potrzebujemy
do tego doktadnego wykresu, wystarczy tylko o$ OX z zaznaczonymi miejscami zerowymi.

Przyktad 1 9

2(x—4)(x+5)=0
Odczytujemy miejsca zerowe, szkicujemy wykres. Ramiona sg do

gory. Doktadnym ksztattem sie nie przejmujemy. Piszac
odpowiedz pamietamy o znakach:

& 3 7 5 -

x € (—o0,—5 >U< 4, )
Przyktad 2

-3x—-DHx-7)>0

Tym razem ramiona sg do dotu i nawiasy otwarte: )

x € (1,7)

Przyktad 3

x2+3x+4>0 %
Zeby naszkicowa¢ wykres funkcji liczymy delte. ' /
A=32—-4.1-4=9-16= -7 : R N B %

t } f f {
5 03 4 3 a2 1

Poniewaz delta jest ujemna, ta funkcja nie ma miejsc zerowych. Jej ramiona sg do gory, wiec jest nad
0si3. To oznacza ze dla kazdego x jej wartos¢ jest dodatnia

X ER



Przyktad 4

2c—1)?+3<0
Ten przyktad tylko pozornie wyglada na trudny. Moglibysmy

przeksztatci¢ go do postaci ogdlnej, policzy¢ delte i znaleié

L L L L L L L L L
t t t t t t t t + T +
4 -3 -2 -1 0 1 2 k] 4 b] 6

ewentualne miejsca zerowe. Ale zanim udamy sie w tg meczaca

podrdz, zobaczmy co juz wiemy. Mozemy odczytaé wspoétrzedne

wierzchotka i wiemy, ze ramiona sg do gory. Naszkicujmy to. Czy ta funkcja kiedykolwiek przyjmuje
wartosci ujemne? Nie. Zapisujemy wiec, ze x nalezy do (zbioru) pustego.

X€EP
Przyktad 5
—(x—3)>=0

Znéw mamy postac kanoniczng (albo iloczynowag). Naszkicujmy

wykres tej funkcji. Czy ta funkcja kiedykolwiek jest dodatnia? Nie.
Czy ta funkcja przyjmuje warto$é 0? Tak, dla tréjki. Czyli nasza
odpowied? to:

x=3

¢ Rozwigzywanie uktadow rownan drugiego stopnia
Rozwigzujac uktad rownan, nalezy pamietaé, ze mamy dwie niewiadome do obliczenia. Odpowiedzig
jest para liczb, ktore mozemy zapisa¢ jako punkt, albo jako uzy¢ klamerki. Przyktadowo, jesli
obliczylismy, ze x = 2 iy = 4, wtedy mozemy zapisa¢ odpowiedz na dwa sposoby

| sposéb: (2,4) Il sposdb: {z f i
++» Zastosowanie funkcji kwadratowej
e Dziedzina funkgcji

Matematyka ma dwie podstawowe zasady
1) Nie wolno dzieli¢ przez zero.

Wezmy przyktadowa funkcje f(x) = C Poniewaz nie mozemy dzieli¢ przez 0, czyli

x—2)(x+5)’
mianownik musi by¢ rézny od 0. Mozemy to zapisa¢:

x—2)x+5 *0

Rozwigzujac tg nieréwnos¢, trzeba pamietac ze skoro wynik mnozenia nie moze wyjs¢ 0,
to w pierwszym nawiasie i w drugim nawiasie nie moze by¢ 0. Jesli ktérykolwiek nawias bedzie
zerem, wtedy wynik mnozenia bedzie zerem. To doprowadzitoby do konca swiata.

x—2#0Ax+5#0

X#F2ANx #+ -5

To znaczy, ze za x mozemy podstawic kazdg liczbe, oprdcz 2 i -5. Mozemy wiec zapisac:



Strona |16 Sebastian Warchot Korepetycje

x € R\ {-5,2}

2) Pod pierwiastkiem nie moze by¢ liczba ujemna.

Weimy przyktadowa funkcje f(X) = \/(X — 3)(X — 5). Poniewaz pod pierwiastkiem nie
moze by¢ liczba ujemna, czyli to co mamy pod pierwiastkiem musi by¢ dodatnie albo réwne 0.
Mozemy to zapisac: 7

(x—3)x—=5)=0
Rozwigzujemy tg nierdwnos¢ korzystajagc ze szkicu
funkcji kwadratowej. Ramiona do gory, miejsca zerowe /
to3i5. ¥ : 1 g ; =

x € (—00,3 >U< 5,00)

e Wartos¢ najwieksza i najmniejsza w przedziale
Gdy chcemy znaleZ¢ najwiekszg (albo najmniejszg) wartos¢ funkcji w przedziale, zawsze musimy zrobic
dwie rzeczy:

e Sprawdzi¢ wartos¢ na poczatku i koricu przedziatu
e Znalez¢ p wierzchotka

Te dwa kroki sg obowigzkowe. Dopiero jesli wierzchotek nalezy do przedziatu, szukamy g. Rozpatrzmy
sobie dwa przykfady.

Przyktad 1

Znajd? najwieksza i najmniejsza wartoéé funkgji f(x) = (x + 1)(x — 3) dlax € (—2,3)
Liczymy warto$¢ na poczatku i na koricu przedziatu.
f2)=(0C2+1D(2-3)=(=1)-(=5) =5
f3)=B+1)3B-3)=4-0=0

Mozemy wiec narysowac szkic wykresu, na ktdrym zaznaczymy .
te dwa punkty. Nie wiemy jednak, jaki ksztatt bedzie miata ta <)

funkcja. Z wzoru funkcji wiemy, ze ramiona beda do gory. Ale Q‘.
nie wiemy jeszcze gdzie jest wierzchotek. Jesli jest on w R 't_‘ has %

przedziale z tresci przyktadu, to znaczy, ze funkcja najpierw S |
maleje, podiniej rosnie (rézowy wykres). Jesli jest on poza
przedziatem, wtedy funkcja w catym przedziale maleje, dopiero

poza przedziatem zaczyna rosnaé. Policzmy wiec wspotrzedng p wierzchotka. Poniewaz mamy postac
iloczynowag, korzystamy z miejsc zerowych.

_X1+x2 _1+3_2

pP=—p =73 37!

Poniewaz 1 lezy miedzy -2 i 3, to znaczy ze mamy do czynienia z funkcjg o rézowym ksztatcie. Skoro

funkcja najpierw maleje, pdzniej rosnie w naszym przedziale, to znaczy ze dla wierzchotka przyjmuje
najmniejszg wartos¢. Liczymy wiec wartosc q:

q=f=0+DA-3)=2-(-2)=—4



Znajgc wspotrzedne wierzchotka, mozemy juz narysowac .
interesujgcy nas fragment funkcji. Najmniejszg wartoscig jest ‘\‘
niebieski wierzchotek. Najwiekszg ,ta wyzsza” zielona wartos¢ na T
skraju przedziatu. Mozemy wiec zapisa¢ odpowiedz: C\

Yuin = —4 7 \\O/J

5

Ymax =
Przyktad 2

1 0 7
Znajdz najwieksza i najmniejsza wartos¢ funkgji f(x) = ;XZ -5 X + 3 dlax € (—2,3)

Liczymy wartos¢ na poczatku i na koncu przedziatu.

1 4 20 7 24 7 8 7 15
—2) ==(-2)% - 2 =—+—t-=—t-=—+-=—2=5
f=2) 9( ) ( )+ 9 9 3 9 3 9 3 3
£(3) 32 10 3_|_7 9 30+7 1 10+7 1 3 1—1=0
- 9 39 9 3 3 3 3 B
Co za przypadek, wyszty nam te same zielone punkty Y ¥ ;!
co poprzednim razem. Zaznaczmy je. Nie wiemy jednak, jaki \\\ 7 ,:'
ksztatt bedzie miata ta funkcja. Z wzoru funkcji wiemy, Q‘.:_ K
zeramiona beda do goéry. Policzmy wiec wspétrzedng L 1\__ T / _ -
D wierzchotka. o __ \‘.\ ’_f'
10 ’
b _—(-5) _109
2a 2 9 2
9
Poniewaz 5 nie lezy miedzy -2 i 3, to znaczy ze mamy do . .
. y
czynienia z funkcjg o niebieskim ksztatcie. To znaczy, .
ze w przedziale z tresci zadania funkcja caty czas maleje. Nic t\
wiecej nas nie interesuje, mozemy naszkicowac jak nasza o P

funkcja wyglada i zapisa¢ odpowiedz:

Yuiv = 0
=5

Ymax

e Réwnanie dwukwadratowe
Czasem jest tak, ze cos co na pierwszy rzut oka nie jest réwnaniem kwadratowym, mozemy rozwigzac
jako réwnanie kwadratowe, korzystajgc z metody podstawiania. WeZmy na przyktad:

f(x) =2x*—10x% + 8

Niby podobne do réwnania kwadratowego, ale mamy potege czwartg zamiast drugiej. Mozemy wtedy
podstawic.

Niech: tz /\t>0
= x*
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Zamieniajgc niewiadoma z x na t mozemy zapisac:
f(t) =2t*—10t +8
Teraz rozwigzujemy jak gdyby nigdy nic, pamietajac ze naszg niewiadomg jest t.

A=(-10)2—4-2-8=100— 64 =36

Ja=6

—(-10)—-6 4 —(-10)+6 16
t1=—=—=1 \ t2=—=—=4
4 4 4 4
Obliczylismy dwie mozliwosci ile wynosi t. Mozemy wrdci¢ do x:
x?=1 Y% x? =4
x=1 \% x=-1 \Y x =2 \Y x=—2

Mozemy wiec zapisa¢ odpowiedz:
x €{-2,-1,1,2}

To najprostszy przyktad, w ktédrym mamy cztery rozwigzania. Spéjrzmy na kolejny przyktad.
f(x) = 4x* + 15x%2 — 4
. t = x?
Niech: .2 JNE20
=X
Zamieniajac niewiadoma z x na t mozemy zapisaé:
f(t) =4t>+ 15t — 4

Teraz rozwigzujemy jak gdyby nigdy nic, pamietajac ze naszg niewiadomg jest t.

A= (15)>—4-4-(—4) =225+ 64 =289

Ja=17

. —-15-17 =32 A v . -15+17 2 1
Y8 8 > 8 8 4
Obliczylismy dwie mozliwosci ile wynosi t. Poniewaz t nie moze by¢ ujemne, odrzucamy -4. Mozemy

wrocic¢ do x:

X=3 =73

Mozemy wiec zapisa¢ odpowiedz:



+» Optymalizacja

Optymalizacja to madra nazwa dla najlepszej wartosci. Mamy 100m ogrodzenia i chcemy najwiekszg
powierzchnie ogrodzonej dziatki. Mamy kartke papieru i chcemy ztozyé z niej najwiekszg bryte.
Podobnie trudng nazwag jest funkcja dwdch zmiennych. W praktyce uzywasz ich od dawna. Czego
potrzebujesz, by policzy¢ pole i obwdd prostokata? Dwdch zmiennych. Dtugosci i szerokosci. Czego
potrzebujesz, by policzy¢ pole trapezu? Trzech zmiennych. Gdérnej podstawy, dolnej podstawy
i wysokosci. Czyli to funkcja trzech zmiennych. Nie ma co sie ba¢ trudnych nazw, to tylko madre stowa
nazywajgce zwykte rzeczy.

Zrobmy sobie zadanie z trescia.

Mamy 31 metrow siatki. Chcemy ogrodzi¢ z trzech stron ogrédek X
warzywny, zostawiajagc 1m na furtke (patrz rysunek). Jakie wymiary
powinien mie¢ ogrodzony obszar?

Zastandwmy sie najpierw, jakie wartosci moze przyja¢ x. Na pewno
musi by¢ wiekszy niz 1, bo szerokos¢ furtki. Na pewno musi byc
mniejszy niz 16. Zastandwmy sie nad przedziatami. Czy x moze mieé
1m? Tak, wtedy furtka bedzie na catg szerokos¢ ogrodka. Czy x moze
mieé¢ 16m? Nie, bo wtedy y wynositby 0, czyli nie bytoby ogrddka.
Mozemy wiec zapisaé, ze xe(1,16). To nasza dziedzina. Przy funkcji
kwadratowej nie jest jeszcze potrzebna, ale to dobry nawyk na

przysztosc. x—1

Gdy mamy oznaczone wartosci, zacznijmy od tego, co mamy dane.
Wiemy, ze niebieskie ogrodzenie ma razem 31 metréw. Zapiszmy to:

x+y+x—1=231
2x+y =32
y=32-2x

Mozemy teraz napisa¢ wzor na pole, ktéry bedzie funkcjg jednej zmiennej (czyli tylko x) zamiast funkcjg
dwéch zmiennych (jak na zielonej trawce).

f(x) =x(32 — 2x) = 32x — 2x?
Teraz szukamy wierzchotka.
—32
—, =8
Obliczylismy, ze nasz x ma mie¢ 8 metréw. 8 nalezy do przedziatu od 1 do 16. Czyli méwigc wprost,
to mozliwe, zeby ten bok miat 8 metrdow.

p:

y=32—-2x=32-16=16

ObliczyliSmy ze nasz ogrédek ma mie¢ wymiary 8x16m. Wréé¢my do pytania. Zawsze rozwigzujac
zadanie z trescig na koniec warto sprawdzié, czy obliczyliSmy wszystko, o co pytano w zadaniu.

Mamy 31 metrow siatki. Chcemy ogrodzic z trzech stron ogrédek warzywny, zostawiajgc 1m na furtke
(patrz rysunek). Jakie wymiary powinien mieé ogrodzony obszar?
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Obliczylismy wszystko. Teraz tylko odpowiedz:

Odp: Ogrodzony obszar powinien mie¢ wymiary 8x16m.



4. Wielomiany

+* Dziatania na wielomianach

e Dodawanie, odejmowanie
W dodawaniu i odejmowaniu trzeba pamietac, ze potegi muszg sie zgadzac. Czyli x? mozemy dodac

zinnym X2, jeéli mamy a?b to mozemy dodaé je z innym a?b.

Mnozenie jest przemienne, czyli a®b to taki sam jednomian jak ba?, wiec moglibysmy je dodaé czy
odjgé. Litery warto pisa¢ w kolejnosci alfabetycznej. Zapisanie odwrotnie nie jest btedem, ale po co
rzucac sobie ktody pod nogi?

Odejmujgc wielomiany gorgco polecam uzywanie nawiasdw i rozpisywanie powoli. Bardzo fatwo
przegapic jaki$ znak i go nie odwrdcié.

e Mnozenie
Mnozac dwa wielomiany trzeba pamietaé o nawiasie i o tym, ze mnozymy kazdy wyraz z kazdym. Czyli
jesli w pierwszym wielomianie mamy 4 wyrazy a w drugim 3 wyrazy, bedziemy mieli 12 pojedynczych
mnozen, ktére pdzniej musimy zsumowac.

p(x) =2x*—5x+1
qix) =3x3+2x>—x+4

\Y)
p(x) - q(x) = 2x% —5x + 1)(3x3 + 2x% — x + 4)
7 74

Jesli liczymy, bardzo wazne jest, zeby mnozy¢ po kolei, zeby nic nie pomingé. Mnozac, warto policzy¢
czy mamy odpowiednig liczbe wyrazéw.

p(x)-qlx) = (2x* = 5x+1)(Bx3>+2x* 2 —x +4)
= 6x° + 4x* — 2x3 + 8x%2 — 15x* — 10x3 +5x2 —20x + 3x3 +2x2 —x + 4

Mamy 12 wyrazéw, mozemy porzgdkowac. Polecam podkreslanie wyrazow podobnych. Podkreslanie
kolorami jest fadne, ale wiem, ze jest tez uciazliwe, zeby do kazdych wyrazéw podobnych uzywac tych
samych koloréw. W praktyce wystarczg dwa kolory:

= 6x° + 4x* —2x3 + 8x%2 — 15x* — 10x3 +5x%2 —20x +3x3 +2x2 —x + 4
—_ e e ~ N

=6x°> —11x* —9x3 + 15x% — 21x + 4

Najwiekszej i najmniejszej potegi nie trzeba podkresla¢, bo one nie bedg miaty innych wielomiandéw
podobnych.
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Alternatywa dla pisania wszystkiego po kolei jest tabelka:

3x3 2x? —Xx 4
2x° 6x° 4x* —2x3 8x?
—5x —15x* —10x3 5x? —20x

1 3x3 2x? —Xx 4

W ten sposdb mamy pewnosé, ze niczego nie zgubiliSmy po drodze. Dodajemy wszystko, pamietajac
o znakach.

+» Wzory skroconego mnozenia
Nazwy wzorow skréconego mnozenia pochodzg od tego, co i w jakiej kolejnosci robimy. Dlatego
kolejnosé stdbw ma znaczenie. Na przyktad kwadrat sumy oznacza, ze podnosimy do kwadratu sume.

Czyli (a + b)z. Gdyby stowa byty utozone osobno, czyli gdybysmy mieli sume kwadratow, wtedy
dodawaliby$Smy dwie rzeczy podniesione do kwadratu, czyli a® + b?.

(a+b)? =a%?+2ab+b?
(a—b)? =a% —2ab +b?
a?—b? =(a+b)(@a—-b)
(a+b)3 = a3+ 3a%b + 3ab? + b3
(a—b)3 =a%—3a%b + 3ab? — b3
a®+b3=(a+b)@ —ab+b?
a®> —b? = (a—b)(a? +ab + b?)

Kwadrat sumy
Kwadrat réznicy
Réznica kwadratéw
Szescian sumy
Szescian réznicy
Suma szeScianéw
Rdznica sze$ciandw

Korzystajgc z wzordw musimy pamietac o znakach. Warto tez pamietac o tym, ze kwadrat to mnozenie
czegos przez doktadnie to samo. Dlatego warto nauczy¢ sie zauwazania wzordéw, ktére nie sg wzorami
skréconego mnozenia na pierwszy rzut oka. Na przyktad:

(a+ b)(a+ b) = (a+ b)?
Warto tez pamietaé, ze dodawanie i mnozenie sg przemienne. Czyli:
(a+b)(b+a) = (a+b)(a+b)=(a+ b)?
Pamietajmy, ze odejmowanie nie jest przemienne. Czyli na przyktad:
a+b)yb—a)=b+a)b—a) =b"—a?

Wazne jest to, ze literki nie sg SwietosScig. Zazwyczaj mamy a i b, ale tam moze by¢ x i y, moze by¢
cokolwiek innego. Trzeba sie pilnowac.

Bardzo wazng umiejetnoscig jest zauwazanie, ze jakis wielomian jest wzorem skréconego mnozenia.



Wezmy na przykfad:

x%+ 10x + 25

Na pierwszy rzut oka to moze by¢ wzér skréconego mnozenia. Zapiszmy obok siebie nasze réwnanie
i wzér skréconego mnozenia, ktérego spodziewamy sie w tym miejscu, pamietajgc zeby sprawdzi¢, czy
wszystkie elementy sg we wtasciwej kolejnosci:

x%2+10xi+ 25
a’ +i2abi+ b? = (a + b)?

x2 = a? 25 = p?

Jesli to co mamy jest wzorem skréconego mnozenia, kazda para musi by¢ taka sama. Schemat zawsze
jest ten sam. Sprawdzamy poczatek i koniec a pdzniej sprawdzamy, czy srodek sie zgadza. Poniewaz
$rodek sie zgadza, mamy tu wzdr skréconego mnozenia. Mozemy wiec zapisaé, ze:

x? 4+ 10x + 25 = (x + 5)?
Spoéjrzmy na kolejny przyktad.
x? — 20x + 64
Nasze réwnanie przypomina kwadrat réznicy. Zapiszmy jedno pod drugim:

a? —2ab+b? =(a—b)?

x%—20x+ 64
a’? —2abi+b? = (a — b)?

Poniewaz srodek sie nie zgadza, czyli to nie jest wzér skréconego mnozenia.

Ten sam schemat dziata zawsze. Zawsze zaczynamy od brzegu, pdzniej zajmujemy sie Srodkiem.
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Czas na kolejny przyktad:

x3+6x%2+12x+8

To wyglada na pierwszy rzut oka na szescian sumy. Zapiszmy jedno pod drugim

Caty srodek sie zgadza, czyli mozemy zapisac:
x3+6x2+12x+8=(x+2)3

Jeszcze jeden przyktad.

3x2 — 2V6x + 2
By¢ moze to kwadrat réznicy. Zapiszmy jedno pod drugim:

a’ —2abH+b? = (a — b)?
3x? = q? 2 =Db?
3x=a V2=b

____________

Poniewaz srodek sie zgadza, czyli mamy wzdr skréconego mnozenia.

3x2 — 2V6x + 2 = (V3x = V2)’

Warto pamietaé, ze wzory skréconego mnozenia majg nam pomagaé, ale nie zawsze tak jest
W ostatnim przyktadzie mozliwe ze uzycie delty do zapisania postaci iloczynowej bytoby tatwiejsze.



+ Rozktad wielomianu na czynniki
Rozktad wielomianu na czynniki to zamiana sumy algebraicznej na mnozenie nawiaséw. Pomocna jest
przy tym znajomos¢ miejsc zerowych. Rozktad na czynniki jest bardzo pomocny przy réwnaniach
wielomianowych.

+* Rownania wielomianowe
Rownania wielomianowe rozwigzujemy podobnie jak réwnania kwadratowe. Wszystko na jedng strone,
przyréwnujemy do zera. Przydaje sie rozktad na czynniki i twierdzenie Bézouta i twierdzenie o reszcie.

+* Twierdzenie Bézouta

Wielomian W(X) jest podzielny przez dwumian (X — @) wtedy i tylko wtedy, gdy liczba & jest
pierwiastkiem wielomianu.

Od razu warto zauwazyc¢, ze skoro mamy ,wtedy i tylko wtedy”, czyli to twierdzenie dziata w dwie strony.
Réwnie dobrze moglibySmy zapisaé, ze liczba & jest pierwiastkiem wielomianu wtedy i tylko wtedy, gdy

Wielomian W(X) jest podzielny przez dwumian (X — a).

Za twierdzeniem Bézouta stoi bardzo ciekawa logika. Zacznijmy od zapisania, ze a jest pierwiastkiem.
W) =0 A jest pierwiastkiem, czyli jesli podstawimy a, wartos¢ wynosi O.
W) =0-P(x) 0 razy cokolwiek to zawsze 0, wiec mozemy napisac sobie co$ takiego.
W) =(a—a): P(x) 0 to tez wynik odejmowania liczby od same;j siebie.

W) =(x—a)- P Przejdzmy sobie na ogdlny argument x. Jeéli wynosi on a, wtedy
wszystko sie zeruje jakbysmy chcieli.

Czyli jesli znajdziemy x, ktéry jest miejscem zerowym wielomianu, mozemy go pisemnie podzieli¢ przez
(x — a) i uzyska¢ wielomian nizszego stopnia. Zazwyczaj recznie trzeba sprawdzi¢ 1, -1, 2, rzadko kiedy
sg wieksze pierwiastki, ktére musimy znalez¢ brutalng metodg podstawiania.

Twierdzenie Bézouta tak naprawde znasz juz od dawna. Wrdémy do funkcji kwadratowej i jej postaci
iloczynowej. Jedli wiesz, ze miejscem zerowym funkcji kwadratowej W(x) = X2 +x—42 jest
X = 6, to znaczy ze mozemy jg przedstawi¢ w postaci W(x) = (x — 6)(co$).

Zauwaz, ze méwiac o kwadratowej napisatem W(X) zamiast f(X). Czy to co$ zmienia? Nie. W jak
wielomian, f jak funkcja. To ta sama rzecz, tylko inaczej nazwana.
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5. Funkcja wymierna

*» Wprowadzenie
Funkcja wymierna to funkcja, ktéra jest utamkiem. Obowigzkowo w mianowniku musi by¢ zmienna.
W liczniku moze by¢, ale niekoniecznie. Najwazniejszg rzeczg w funkcji wymiernej jest dziedzina.
Poniewaz nie mozemy dzieli¢ przez 0, musimy to uwzglednic.

Najprostsza funkcja wymierna jest f(x) = i Poniewaz w mianowniku nie moze byé 0, mozemy zapisac,
ze:
x#0
To wyjgtkowo szybka nieréwnosc¢. Zapisujemy dziedzine:
D =R\ {0}
Napisanie dziedziny jest pierwszg rzeczg, od ktérej zaczynamy w funkcji wymiernej.

+»» Wykres funkcji. Asymptoty. Wtasnosci funkcji odczytywane z wykresu
Tl Na niebiesko mamy narysowany

. 1 .
J wykres funkgji f(x) = — Mozemy

zauwazy¢, ze licznik tej funkcji
i zawsze jest dodatni.  Jedli
1 mianownik jest dodatni, to funkcja
przyjmuje wartosci dodatnie. Jesli
| mianownik jest ujemny, funkcja
| przyjmuje wartosci ujemne. Fakt,
— ; ¢ —+ ——> e mianownik jest czasem
dodatni, czasem ujemny jest dla

nas bardzo wazne.

Zaznaczytem na wykresie dwie
przerywane linie. Pomaranczowa
pokazuje, dla jakich argumentow x
ta funkcja nie istnieje. Mozemy ja
obliczy¢ i narysowac podstawiajac
argumenty mniejsze albo wieksze
niz 0. To wynika z dziedziny, czyli
mianownika. Wykres funkcji zbliza sie do przerywanej linii ale nigdy jej nie dotyka. Podobnie jest

z przerywang zielong linig. Ta funkcja moze przyjmowac rézne wartosci, ale nigdy nie bedziemy mieli
wartosci rownej 0. Nie ma takiej liczby, przez ktérg mozemy podzieli¢ 1, zeby wyszto 0. Kazda funkcja
wymierna ma dwie asymptoty, pionowa (zwigzang z dziedzing) i pozioma (zwigzang ze zbiorem
wartosci).

Asymptota pionowa jest tatwa do obliczenia. Tak naprawde liczymy jg w trakcie liczenia dziedziny.
W tym przypadku skoro x nie moze by¢ zerem, to znaczy ze asymptota pionowa to X = 0.



Ty Spéjrzmy  sobie na  wykres  funkcji

1
A f(x) = — Jak  moéwitem, asymptota
pionowa jest zwigzana z dziedzing. Czy ta
funkcja istnieje dla wszystkich x nalezgcych do
liczb rzeczywistych? Nie mozemy dzieli¢ przez
zero, wiec:

x—2%#0
T X # 2

x Stad otrzymujemy dwie rzeczy. Po pierwsze
dziedzina:

1

Df = R\ {2}
Po drugie asymptota pionowa:
x =2

Podsumowujac, dziedzina moéwi o tym, kiedy
funkcja istnieje. Asymptota o tym, kiedy
funkcja nie istnieje.

Jesli wezmiemy jakas$ liczbe, to funkcja moze istnie¢, albo nie istnieé. Tertium non datur (tac. trzeciej
opcji nie ma). Wspominatem, ze w matematyce wszystko da sie zapisac¢ trudniej? Nie ma to jak powotac
sie na Prawo Wytaczonego Srodka.

Gdy juz mamy dziedzine, zapiszmy sobie zbidr wartosci, czyli y ktére sg wartosciami tej funkcji.
ZW; = R\ {0}
W parze ze zbiorem wartosci idzie asymptota pozioma, czyli wartosc ktorej funkcja nigdy nie przyjmuje:
y=0
Monotoniczno$é mowi, kiedy funkcja ro$nie a kiedy maleje. Ta funkcja maleje w dwéch przedziatach:
fN dlax € (—x,2)
fN dlax € (2,0)

To bardzo wazne, ze to nie jeden przedziat, tylko dwa osobne kawatki, dlatego zapisujemy to osobno.
Najpierw funkcja maleje a pdzniej zndw maleje w nowym, osobnym przedziale.
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** Przesuniecie wykresu funkcji
Przesuniecie wzdtuz osi OX (lewo prawo) to zmiana bezposrednio przy x. Tak naprawde uzywaliSmy tego
juz w postaci kanonicznej.

f(x) to oryginalna funkcja

f(x — p) to funkcja przesunieta o p.

Jesli p jest dodatnie, to przesuwamy w prawo. Jesli ujemne, przesuwamy w lewo.
Spdjrzmy na kilka przyktadow:

a) f(x—5) czylip = 5, przesuwamy funkcje o 5 w prawo
b) f(x+ 3) czylip = —3, przesuwamy funkcje o 3 w lewo
o fx—=7) czylip = 7, przesuwamy funkcje o 7 w prawo
d f(x+9) czylip = 9, przesuwamy funkcje o 9 w lewo

Przesuniecie wzdtuz osi QY (gdéra dot) to zmiana na samym koncu. Tego tak naprawde tez uzywalismy
juz w postaci kanoniczne;j.

f(x) to oryginalna funkcja

f(x) + q to funkcja przesunieta o q.

Jesli g jest dodatnie, to przesuwamy w goére. Jesli ujemne, przesuwamy w dot.
Spéjrzmy na kilka przyktadéw:

a) f(x)+5 czylip = 5, przesuwamy funkcje o 5w gére
b) f(x)—3 czylip = —3, przesuwamy funkcje o 3 w dét
o f(x)+7 czylip = 7, przesuwamy funkcje o 7 w gére
d f(x)—9 czylip = 9, przesuwamy funkcje o 9 w doét

Specjalnie nie podawatem przyktadéw konkretnych funkcji, bo przesuniecie wektorowe to ogdine,
uniwersalne dziatanie, ktére mozemy zastosowac w kazdej funkgji.

Przesurimy funkcje f(x) = i:
a) f(x—75) czylip = 5, przesuwamy funkcje o 5 w prawo f(x—5) = ﬁ
b) f(x+ 3) czylip = —3, przesuwamy funkcjg o0 3 w lewo fx+3) = i
o f(x)+7 czylip = 7, przesuwamy funkcje o 7 w gore f(x) = & +7

X

1
d f(x)—9 czylip = 9, przesuwamy funkcje 0 9 w dét f(x) = - 9



Zrébmy matg powtdrke z funkcji kwadratowej. Przesuwanie funkcji kwadratowej to tak naprawde
postac kanoniczna

Przesurimy funkcje f(x) = x2:

a) f(x—5) czylip = 5, przesuwamy funkcje o 5 w prawo, wierzchotek (5, 0)
fx—5)=(x-5)°

b) f(x+ 3) czylip = —3, przesuwamy funkcje o 3 w lewo, wierzchotek (-3, 0)
flx+3) = (x+3)?

o f(x)+7 czylip = 7, przesuwamy funkcje o 7 w gore, wierzchotek (0, 7)

flx) =x2+7
d f(x)—9 czylip = 5, przesuwamy funkcje o 9 w dét, wierzchotek (0, -9)

flx) =x2-9

++ Dziatania na liczbach wymiernych
Dziatania na liczbach wymiernych to moment, gdzie musimy bardzo pilnowa¢ dziedziny. Zawsze
zaczynamy od tego, by napisaé, kiedy dane dziatanie moze istniec. Jesli w dziataniu sg dwa utamki,
wtedy jeden i drugi musi istnieé.

e Dodawanie
Przy dodawaniu i odejmowaniu utamkdw, potrzebujemy wspdlnego mianownika. Utamki wymierne
dziatajg doktadnie tak samo jak utamki zwykte, mozemy je rozszerzac i skracaé. Dziata to analogicznie
do ,,zwyktych” utamkdw, gdzie mielismy tylko liczby

2 2 3 6 . . 3
2_2.3_2°% poniewaz -=1
5 5 3 15 3
) 4 2

—_— .= dlax € R, {—5} poniewaz -=1
X+5 X+5 2 2x+10 2

1 1 x—1 X i x—1
2t x_ dax € R,{—1,1}  poniewaz —=1
x+1  x+1 x-1  x? x-1

Jesli chcemy dodaé utamki, rozszerzamy je by znalez¢ wspdlny mianownik. Wystarczy pomnozy¢ kazdy
utamek przez mianownik drugiego utamka.

11 13 12 3 2 3+2 5

2v372'3%3'276%6" "6 &
Wiem, ze to tatwe i byto dawno, chce podkresli¢ ze dla liczb wymiernych dziata to tak samo. Jedyna
rdznicg jest to, ze zaczynamy od dziedziny.
1 + 1
x+2 x+3

Zaczynamy od dziedziny:

x+3#0Ax+2+#0
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X+ —-3ANx#*-2
x € R\ {-3,-2}

Teraz mozemy sprowadzi¢ utamki do wspdlnego mianownika i doda¢ je do siebie:

1 + 1 1 _x+3+ 1 _x+2_ x+3 + x+2
x+2 x+3 x+2 x+3 x+3 x+2 x+3)Nx+2) x+3)Hx+2)
_(x+3D+x+2)  x+3+x+2 2x+5

x+3)x+2)  @x+3)x+2) x+3)x+2)

Oczywiscie tutaj rozpisatem wszystko bardzo szczegdétowo, w praktyce czes¢ krokdw mozna zrobié
W pamieci. Zauwaz, ze nie wymnazatem mianownika. Na dole mamy funkcje kwadratowg, mozna
jg zostawié w postaci ogdlne]. Zaleta postaci ogdlnej jest to, ze wyraznie widaé, czy mozemy cos skrocic.

e Odejmowanie
Zrobmy teraz odejmowanie. Oczywiscie zaczynamy od napisania dziedziny. Mozna jg rozpisywac krok
po kroku, mozna jg odczytac od razy. Tym razem zrobmy jg krécej. Przy odejmowaniu trzeba pamietac,
zeby zmienic¢ znaki:

x € R\ {-3,-2}

1 _ 1 1 .x+3_ 1 'x+2_ x+3 _ x+2
x+2 x+3 x+2 x+3 x+3 x+2 x+3Hx+2) x+3)Hx+2)
_(x+3)-x+2) x+3-x—-2 _ 1

x+3)x+2)  x+3)Hx+2) x+3)x+2)

e Mnozenie
Mnozenie wyrazen jest najtatwiejszym dziataniem. Mnozymy licznik razy licznik, mianownik razy
mianownik. Oczywiscie zaczynamy od dziedziny:

x € R\ {-5,3}

x+4.x—2_(x+4)(x—2)
x+5 x—3 (x+5(x—3)

Oczywiscie mozemy wymnozy¢ licznik i mianownik, ale czy jest nam to potrzebne? Zazwyczaj nie.

Przy dzieleniu mamy czesto do czynienia z

e Dzielenie
Dzielenie wyrazen wymiernych wymaga szczegdlnej uwagi, jesli chodzi o dziedzine. Oczywiscie
w mianownikach nie mozemy miec zera, zeby utamki istniaty. Nie mozemy dzieli¢ przez zero, czyli drugi
utamek nie moze by¢ zerem. To oznacza, ze nie mozemy mie¢ zera w drugim liczniku.

x+4ﬁ—2
x+5x—3
x+5#0Ax—-3#0Ax—2+#0
X+ -5ANx#3ANx#2

x € R\ {-5,2,3}



Dzielenie to mnozenie przez odwrotnos¢, wiec przekrecamy drugi utamek do géry nogami i dalej
wykonujemy mnozenie.

x+4 x—2 x+4 x—3 (x+4)(x—-3)

x+5x—3 x+5 x—2 (x+5)(x—-2)

Oczywiscie mozemy wymnozy¢ nawiasy, ale nie zawsze to jest konieczne.

e Skracanie wyrazen wymiernych
Gdy mnozymy utamki, czasem mamy mozliwosc¢ skréci¢ utamek. Dziata to tak samo jak znasz od dawna,
skracamy co$ z géry z czym$ z dotu. Skracaé mozemy tylko przy mnozeniu. Dlatego jesli dzielimy,
najpierw musimy przej$s¢ do mnozenia, dopiero wtedy mozemy skracaé. Spdjrz na przyktad:

x+1 x—2

x—9 x—9
Zaczynamy od dziedziny:

x € R\ {2,9}

x+1 x—-2 x+1 x—9 x+1 1 x+1
x—9'x—9 x-9 x—2 1 x-2 x-2
Co wazne, skracanie nie zmienia dziedziny. ZaczeliSmy od tego, ze nie mozemy podstawié¢ dwajki

i dziewiatki, by nie tamac zasad matematyki. Wydawac by sie mogto, ze teraz mozemy podstawié¢ 9 do
koncowego wyniku, ale to niemozliwe. Dziedzina obowigzuje nas od poczatku do korica. Matematyka

jest krélowa nauk, dziedzina jest krélowg matematyki.
Skracanie czasem wymaga od nas wyciggniecia czegos$ przed nawias. Spdjrz na przyktad:
x € R\ {-7}

x+7 _1-(x+7) 1
2x+14 " 2-x+7) " 2

Tej jedynki nie musimy wycigga¢ przed nawias, pokazuje to tylko dla przyktadu

+» Rdéwnania wymierne
Rozwigzujgc rownania wymierne zawsze zaczynamy od dziedziny. Najwygodniej sprowadzi¢ rGwnanie
do jednego utamka, ktéry ma byé rowny 0. Wtedy wystarczy skorzystac z tego, ze utamek jest réwny 0,
jesli licznik jest réwny 0. Na koniec trzeba sprawdzi¢, czy rozwigzania nalezg do dziedziny? To jedno
pytanie to kwintesencja rownan wymiernych.

Przyktad 1.

x?—4 0

x—2

D =R\ {2} Jak zawsze zaczynamy od dziedziny

x> —4=0 Korzystamy z tego, ze licznik musi by¢ réwny 0.
x?2 =4

xX=2¢€DVx=-2 Zapis ,,2 nie nalezy do dziedziny” jest szybki, ale to nie jedyny sposéb
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x=-2
Przyktad 2.
x?—2x—15

x3+x2—6x
x34+x2—6x#0 Czasem obliczenie dziedziny to potowa zadania
x(x>+x—6) %0

XFO0AX24+x—6%*0

A=1>—-4-1-(—6)=1+24 =25 Pomocnicze réwnanie kwadratowe
VA =5

_Sl-5_—6_ . _-1+5_4_

WETT T T TR T Ty T

x#0Ax#—-3Ax %2

D=R\{-3,0,2} Wreszcie mamy dziedzine
x> —=2x—-15=0 Wracamy do réwnania
A=(-2)2—-4-1-(—15) =4+ 60 = 64 Znéw delta
VA =8
_2—8_—6_ 3¢DV _2+8_10_5
hETT T T R
x=5

+» Rdéwnania z wartoscig bezwzgledna
Wartos¢ bezwzgledna (modut) to odlegtosc liczby od 0 na osi liczbowej. Krotko méwigc modut zostawia
sama liczbe. Potocznie méwi sie o tym, ze modut odwraca albo nie odwraca liczbe.

5| =5 modut nic nie zmienit
|—3| =3 modut zmienit liczbe ujemna na dodatnia

Dla formalnosci zapiszmy definicje modutu. To co zapisatem wyzej wystarczy by rozumieé i uzywac
modutu, ale definicja przyda sie na przysztosc.
x| :{ xdlax=0
—xdlax<0

Minus we wzorze oznacza, ze jeéli x jest ujemny, mnozymy go razy -1 i dostajemy liczbe dodatnia.

Nas interesuje praktyczny wniosek. Jesli mamy réwnanie z modutem, nie wiemy czy w srodku byta
liczba dodatnia czy ujemna.

[x—2|=3



Mamy dwie mozliwoéci, w $rodku w module jest liczba dodatnia albo ujemna. |[3| = 3i|—-3| = 3,
czyli mozemy napisaé, ze:

x—2=3Vx—2=-3
x=5vx=-1
x € {—1,5}

Moduty dziatajg podobnie jak nawiasy. Modut jest zawsze dodatni, wiec jesli pomnozymy go przez liczbe
dodatnig, wtedy wynik dalej bedzie dodatni.

2|x — 3| = |2x — 6]

Czasem moze sie wydawac, ze w rownaniu mamy kilka modutéw, ale tak naprawde to ten sam modut
i obowigzujg go dziatania jakby to byty nawiasy:

I3x + 12|+ |2x+ 8| =15
3lx + 4| + 2|x + 4| = 15
5|x + 4| = 15
|x+ 4| =3
x+4=3Vx+4=-3
x=-1vx=-7

x € {-7,—-1}
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6. Funkcja wyktadnicza i logarytmiczna

O funkcji wyktadniczej i logarytmicznej ciezko méwié osobno. One s ze sobg powigzane jak
dodawanie i odejmowanie, potegowanie i pierwiastkowanie. | wtasnie potegowanie jest fundamentem
w tych funkcjach, dlatego zacznijmy od powtdrzenia dziatar na potegach.

+* Powtorka z poteg

—n 1 —1_1_1 _2_1_1
Loat=m 3 =373 > 5225
, 1, 1 1o,

an = a 53 =35 252=13/25=5

.oaae=at 25.28=25 =20 gyao23.22=2%1=2%

5 1

4. (ar)s=ar-s (32) =32~5=310 364=(64)%=(26)3=26%=22
a’ 2" 4 3 V2 2% 1 1
5. —S=ar_s —4=2 =2 —=—=27_2=2_17

2 2

6. (@a-byr=a-b (2-3)2=2%. 32 (3v2) =3°-(v2) =9-2=18
, (g)rza_r 3\ 3% 9 0ei=(3) 23 27
b b 5) 52 25 7 7\5) T3 125

3206 — 328 = (Vﬁf =2%=38

3006 _ (25)0'6 _ 506 _3_g

(1,2 -10%)2 = 1,22 - (10°)2 = 1,44 - 1012



